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Lời nói đầu

Lý thuyết điểm bất động có một vai trò đặc biệt trong toán học. Nó có

ứng dụng trong nhiều lĩnh vực như phương trình vi phân, phương trình đạo hàm

riêng, giải tích số,. . . Bên cạnh việc nghiên cứu sự tồn tại điểm bất động của ánh

xạ, người ta cũng nghiên cứu các thuật toán, các sơ đồ lặp để tìm kiếm và xây

dựng các dãy điểm bất động xấp xỉ của ánh xạ. Đây là một vấn đề quan trọng có

nhiều ứng dụng trong thực tế.

Báo cáo trình bày những kiến thức về không gian UCW - hyperbolic và dãy

lặp Krasnoselki - Mann.

Báo cáo được chia thành các chương sau:

Chương 1. Không gian UCW - hyperbolic.

Chương 2. Dãy lặp Krasnoselki - Mann.

Chương 3. Tốc độ tiệm cận đều của dãy lặp Ishikawa.

Hà Nội, ngày 22 tháng 12 năm 2019

Th.S.Nguyễn Thùy Linh



Chương 1

Một số kiến thức chuẩn bị

Định nghĩa 1.1. Không gian W - hyperbolic (X, d,W ) là một không gian metric

(X, d) với một ánh xạ lồi W : X ×X × [0, 1] −→ X thỏa mãn:

(W1) d(z,W (x, y, λ)) ≤ (1− λ)d(z, x) + λd(z, y)

(W2) d(W (x, y, λ),W (x, y, λ̃)) = |λ− λ̃|d(x, y)

(W3) W (x, y, λ) = W (y, x, 1− λ)

(W4) d(W (x, z, λ),W (y, w, λ)) ≤ (1− λ)d(x, y)− λd(z, w)

Ánh xạ lồiW được Takahashi xem xét đầu tiên ở đó bộ ba (X, d,W ) thỏa mãn

(W1) được gọi là không gian metric lồi. Nếu (X, d,W ) thỏa mãn (W1) − (W3)

thì ta có khái niệm kiểu không gian hyperbolic trong chiều của Goebel và Kirk.

Itoh đã xét đến (W4) dưới tên "điều kiện III", đã được Reich và Shafrir, và Kirk

dùng trong các khái niệm của họ về định nghĩa không gian hyperbolic.

Ví dụ 1.0.1. Các lớp của không gian W - hyperbolic bao gồm không gian định

chuẩn và các tập con lồi của nó, hình cầu Hilbert cũng như không gian CAT (0).

Định nghĩa 1.2. Không gian W - hyperbolic (X, d,W ) là lồi đều nếu cho r > 0
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bất kì và ε ∈ (0, 2] thì tồn tại δ ∈ (0, 1] sao cho với ∀a, x, y ∈ X,
d(x, a) ≤ r,

d(y, a) ≤ r,

d(x, y) ≥ εr,

=⇒ d(
1

2
x⊕ 1

2
y, a) ≤ (1− δ)r

Định nghĩa 1.3. Không gian W - hyperbolic lồi đều với một mođun lồi đều được

gọi là không gian UCW - hyperbolic.

Định nghĩa 1.4. Cho (X, d) là một không gian metric, (xn) là dãy con bị chặn

trong X và C ⊆ X là tập con khác rỗng của X. Chúng ta định nghĩa các phiếm

hàm :

rm(., (xn)) : X −→ [0,∞), rm(y, xn) = sup{d(y, xn)/n ≥ m}

với m ∈ N

r(., (xn)) : X −→ [0,∞), r(y, xn) = lim sup
n
d(y, xn) = inf rm(y, xn) = lim

n→∞
rm(y, xn)



Chương 2

Không gian UCW - hyperbolic

Kết quả sau đây chỉ ra rằng trong trường hợp không gian UCW - hyperbolic

đầy đủ thì cũng có những kết quả tốt như trong không gian Banach lồi đều.

Mệnh đề 2.1. Cho (X, d,W ) là một không gian UCW - hyperbolic đầy đủ. Mọi

dãy bị chặn trong X có duy nhất một tâm tiệm cận đối với bất kì tập con lồi,

đóng, khác rỗng C của X.

Chứng minh. Cho η là modulo lồi đều đơn điệu. Áp dụng mệnh đề ta có hàm số:

r(., (xn)) : C −→ [0,∞)

đạt cực tiểu tại một điểm. Qua bổ đề ta chứng minh được rằng:

r(
1

2
y ⊕ 1

2
z, (xn)) < max{r(y, (xn)), r(z, (xn))}

ở đó y, z ∈ C, y 6= z.

Cho M := max{r(y, (xn)), r(z, (xn))} > 0.

Cho ε ∈ [0, 1], tồn tại N sao cho d(y, xn), d(z, xn) ≤ M + ε ≤ M + 1 với

∀n ≥ N .

Hơn nữa

d(y, z) =
d(y, z)

M + ε
(M + ε) ≥ d(y, z)

M + 1
(M + ε)
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Áp dụng bổ đề ta có: với ∀n ≥ N

d(
1

2
y ⊕ 1

2
z, (xn)) ≤ (1− η)(M + 1,

d(y, z)

M + 1
)(M + ε)

do đó,

r(
1

2
y ⊕ 1

2
z, (xn)) ≤ (1− η)(M + 1,

d(y, z)

M + 1
)(M + ε)

Cho ε→ 0 thì:

r(
1

2
y ⊕ 1

2
z, (xn)) ≤ (1− η)(M + 1,

d(y, z)

M + 1
)M < M.

Định nghĩa 2.1. Cho T : C → C. Kí hiệu F (T ) là tập các điểm bất động của

T . Cho x ∈ C bất kì và với bất kì ε > 0 ta kí hiệu

Fixε(Tx, b) = {y ∈ C/d(x, y) ≤ b, d(y, Ty) < ε}

Nếu x ∈ C và b > 0 với ∀ε > 0, ta nói rằng T có điểm bất động xấp xỉ trong một

lân cận b của x.

Bổ đề 2.1. Các khẳng định dưới đây là tương đương:

(i) Tồn tại một dãy bị chặn (xn) trong C sao cho lim
n→∞

d(xn, Txn) = 0;

(ii) Với ∀x ∈ C và ∃b > 0 sao cho T có dãy điểm bất động xấp xỉ trong một

lân cận b của x;

(iii) Tồn tại x ∈ C và b > 0 sao cho T có dãy điểm bất động xấp xỉ trong

một lân cận b của x.

Định nghĩa 2.2. Giả sử (X, d,W ) là một không gian W - hyperbolic C ⊆ X là

lồi. Ánh xạ T : C −→ C được gọi là không giãn nếu

d(Tx, Ty) ≤ d(x, y)

với mọi x, y ∈ C.



Định nghĩa 2.3. Cho λ ∈ (0, 1] bất kì, ánh xạ trung bình Tλ được định nghĩa là:

Tλ : C −→ C, Tλ(x) = (1− λ)x⊕ λTx

Ta thấy Tλ không giãn và F (T ) = F (Tλ).

Thật vậy, với x, y ∈ C, λ ∈ (0, 1];T là ánh xạ không giãn thì

d(Tλx, Tλy) = d((1−λ)x⊕λTx, (1−λ)y⊕λTy) ≤ (1−λ)d(x, y)+λd(Tx, Ty) = (1−λ)d(x, y)+λd(x, y) = d(x, y)

và

d(x, Tλ(x)) = d(x, (1− λ)x⊕ λTx) ≤ (1− λ)d(x, x) + λd(x, Tx) = 0



Chương 3

Dãy lặp Krasnoselki - Mann

Định nghĩa 3.1. Dãy lặp Krasnoselki (xn) bắt đầu với x ∈ C được định nghĩa

như dãy lặp Picard (T nλ (x)) của Tλ:

x0 := x, xn+1 := (1− λ)xn ⊕ λTxn

Tổng quát, dãy con (λn) trong [0, 1], ta có được dãy lặp Krasnoselki-Mann ( gọi

là lặp đoạn Mann) (xn) bắt đầu với x ∈ C:

x0 := x, xn+1 := (1− λn)xn ⊕ λnTxn

Bổ đề sau thu được một số tính chất của phép lặp Krasnoselki-Mann trong

không gian W - hyperbolic.

Bổ đề 3.1. Cho (xn), (yn) là dãy lặp Krasnoselki-Mann bắt đầu với x, y ∈ C. Khi

đó:

(i) (d(xn, yn)) là giảm;

(ii) Nếu p là điểm bất động của T thì (d(xn, p)) là giảm;

(iii) (d(xn+1, T y)) ≤ d(xn, y) + (1− λn)d(y, Ty) với mọi n ∈ N.
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Chứng minh. (i) Ta có:

(d(xn+1, yn+1)) ≤ (1− λn)d(xn, yn) + λnd(Txn, T yn)

Mà d(Txn, T yn) ≤ d(xn, yn) nên ta được:

(d(xn+1, yn+1)) ≤ d(xn, yn)

Do đó (d(xn, yn)) là giảm;

(ii)

Ta có:

d(xn+1, p) ≤ (1− λn)d(xn, p) + λnd(Txn, p)

= (1− λn)d(xn, p) + λnd(Txn, Tp)

≤ (1− λn)d(xn, p) + λnd(xn, p)

= d(xn, p).

Vậy (d(xn, p)) là giảm.

(iii)

Ta có:

d(xn+1, T y) ≤ (1− λn)d(xn, T y) + λnd(Txn, T y)

≤ (1− λn)d(xn, y) + (1− λn)d(Ty, y) + λnd(xn, y)

≤ d(xn, y) + (1− λn)d(y, Ty).

Định lý 3.1. Cho (X, d,W ) là mọt không gian UCW - hyperbolic đầy đủ, C là

một tập con lồi, đóng, khác rỗng của X và T : C −→ C không giãn. Khi đó các

khẳng định sau là tương đương:

(i) T có điểm bất động;



(ii) Tồn tại dãy bị chặn (un) trong C sao cho lim
n→∞

d(un, Tun) = 0;

(iii) Dãy xấp xỉ Picard (T nx) bị chặn với x ∈ C;

(iv) Dãy xấp xỉ Picard (T nx) bị chặn với mọi x ∈ C;

(v) Dãy xấp xỉ Krasnoselki-Mann (xn) bị chặn với x ∈ C và cho (λn) trong

[0, 1] thỏa mãn một trong các điều kiện sau đây:

(a) λn = λ ∈ [0, 1];

(b) lim
n→∞

λn = 1;

(c) lim sup
n
λn < 1 và

infty∑
n=0

trung bình;

(vi) Dãy xấp xỉ Krasnoselki-Mann (xn) bị chặn với mọi x ∈ C và mọi (λn)

trong [0, 1].

Chứng minh. (i)→ (ii)

Cho p là điểm bất động của T và un := p với mọi n ∈ N.

Khi đó ta có:

lim
n→∞

d(un, Tun) = lim
n→∞

d(p, Tp) = d(p, Tp) = 0

(ii)→ (i)

Do dãy (un) bị chặn trong C nên theo mệnh đề trên thì (un) có duy nhất một

tâm tiệm cận c đối với C. Với mọi n ∈ N thì ta có:

d(Tc, un) ≤ d(Tc, Tun) + d(Tun, un) ≤ d(c, un) + d(un, un)

Áp dụng bổ đề với y := Tc, p := N := 0, αn := 1, βn := d(un, Tun) ta được:

d(Tc, un) ≤ d(c, un) + d(un, Tun)

=⇒ Tc = c. Vậy c là điểm bất động của T.

(i)→ (iii)



Nếu p là điểm bất động của T thì ta có T np = p với mọi n ∈ N. Khi đó dãy

xấp xỉ Picard (T nx) bị chặn với x ∈ C.

(iii)→ (iv)

(T nx) bị chặn với x ∈ C mà T không giãn, nên với ∀x, y ∈ C thì d(T nx, T ny) ≤

d(x, y). Suy ra (T nx) bị chặn với ∀x ∈ C

(iv)→ (i)

Gọi c là tâm tiệm cận duy nhất của (T nx).

Với mọi n ∈ N, áp dụng bổ đề với y := Tc, xn := T nx, p := 1, N := 0, αn :=

1, βn := 0 thì ∀n ≥ 0(d(Tc, T n+1x) ≤ d(c, T nx) = d(c, T n+1x)) nên Tc = c. Suy

ra c là điểm bất động của T .

(i)→ (vi)

Gọi p là điểm bất động của T .

Khi đó với bất kì x ∈ C, λ trong [0, 1] thì

d(xn+1, p) = d(xn+1, Tp) ≤ d(xn, p) + (1− λn)d(p, Tp) = d(xn, p)

nên dãy (d(xn, p)) giảm và do đó nó bị chặn bới d(x, p).

(vi)→ (v) Hiển nhiên

(v)→ (i)

(a) Nếu λn = λ ∈ (0, 1] thì (xn) là dãy lặp Krasnoselki. Do đó dãy lặp Picard

T nλ (x) của ánh xạ không giãn Tλ.

Áp dụng (iii)→ (i) và F (T ) = F (Tλ) ta được T có điểm bất động.

(b) Giả sử lim
n→∞

λn = 1 và c ∈ C là tâm tiệm cận của (xn). Theo bổ đề ta

có:

d(Tc, cn+1) ≤ d(c, xn) + (1− λn)d(c, T c)

Áp dụng bổ đề trên với y := Tc, p := 1, N := 0, αn := 1, βn := (1 −

λn)d(c, T c) ta được Tc = c



Hệ quả 3.1. Cho (X, d,W ) là không gian W - hyperbolic đầy đủ, C ⊂ X là tập

con lồi, đóng,bị chặn, khác rỗng của X và T : C −→ C không giãn. Khi đó T có

điểm bất động.

Chứng minh. Cố định x0 ∈ C, xét ánh xạ T 1

n

: C −→ C với T 1

n

(x) =
1

n
x0 ⊕

n− 1

n
Tx.

Do T 1

n

là ánh xạ Co nên theo nguyên lí ánh xạ Co - Banach ∃xn ∈ C :

T 1

n

(xn) = xn.

Suy ra xn =
1

n
x0 ⊕

n− 1

n
Txn.

Lúc đó

d(xn, Txn) = d(
1

n
x0 ⊕

n− 1

n
Txn, Txn)

≤ 1

n
d(x0, Txn) +

n− 1

n
d(Txn, Txn)

≤ 1

n
d(x0, Txn) +

n− 1

n
d(xn, xn) −→ 0, n→∞

Vậy tồn tại dãy (xn) bị chặn trong C thỏa mãn lim
n→∞

d(xn, Txn) = 0. Áp dụng

định lí trên T có điểm bất động.



Kết luận Báo cáo đã trình bày các kiến thức về dãy lặp Krasnoselki-

Mann.
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